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SUMMARIES 
Stimule'e par ses nombreuses applications, la theorie 
des graphes progresse et se diversifie; le concept m6me 
de graphe varie suivant les auteurs et les problemes 
trait&s: il appartient a la logique des ensembles et a 
la topologie combinatoire. Les questions peuvent @tre 
groupges en trois grandes classes: l'&ude des pro- 
pri&t&s caract&istiques (invariants tels que la con- 
nexitg, l'existence de circuits hamiltoniens, les nombres 
de Ramsey); les problgmes d'inscription sur des surfaces 
ou "plongements" (planaritg, genre, gpaisseur) ainsi que 
les problkmes de coloriage; If&urn&ration de classes don- 
n&es de graphes, domaine exceptionnellement difficile. 
Les hypergraphes g&&ralisent la notion d'tzn point de vue 
ensembliste. En d&pit de sa rapide expansion, la theorie 
des yraphes n'a pas encore trouve son unit6 profonde. 
Von ihren zahlreichen Anwendungen angeregt, macht 
die Graphentheorie bedeutende Fortschritte in verschiedene 
Richtungen; der Beyriff selbst von Graph scheint ver;inder- 
lich, je nach den verschiedenen Autoren und den behandelten 
Problemen; er gehijrt zur Loyik der Menyen und zur kombina- 
torischen Topologie. Die Fragen kijnnen in drei Haupt- 
klassen verteilt werden: zun;ichst die Forschung der 
characteristischen Eigenschaften (Invariante wie Zusammen- 
hang, Vorhandensein von Hamiltonzyklen, Ramseys Zahlen); 
dann die Probleme der Einbettuny in Fl;ichen (Plsttbarkeit, 
Genus, Dicke) und die Fsrbungsprobleme; zuletzt das 
Abz;ihlen yegebener Klassen von Graphen--ein besonders 
schwieriges Problemyebiet. Die Hypergraphen bieten eine 
Varallgemeinerung dieses Begriffs im Sinne der Menyen- 
lehre. Trotz ihrer schnellen Entwicklung hat die 
Graphentheorie ihre tiefe Einheit noch nicht erreicht. 
Stimulated by its numerous applications, the theory 
of graphs continuously progresses in various domains. 
The concept of graph in itself varies in accordance with 
authors and problems considered: it belongs to the log.ic 
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of sets as well as to combinatorial topology. Questions 
may be grouped into three main classes: the study of 
characteristic properties (invariants such as connectivity, 
existence of Hamiltonian circuits, Ramsey numbers); 
problems of embedding on surfaces (planarity, genus, thick- 
ness) and of graph-coloring; and enumeration of given clas- 
ses of graphs, a peculiarly difficult field of investiga- 
tion. Hypergraphs present a generalization of graphs from 
a set theoretic point of view. In spite of its rapid 
growth, graph theory has not yet reached its deep unity. 
Bien qu’elle ait i?tg introduite 2 1’Bpoque moderne dans 
l’univers mathgmatique, la thkorie des graphes r&pond $ un besoin 
assez g&n&al de la pens6e logique et l’on peut la retrouver, 
non sans etonnement parfois, dans des domaines trbs divers: 
ses problsmes s’imbriquent gtroitement 2 ceux de la vie courante 
et de 1’activitG industrielle. Un arbre g&&alogique, une 
formule developpge de chimie, le schema d’un rgseau routier sont 
des graphes, ainsi que les sociogrammes et les organigrammes de 
fonctionnement, d’usage plus r&ent, et dont le nom r&vble la 
nature: on sait que les graphes devraient s’appeler grammes 
(whl-luru), si l’homonymie avec l’unit6 metrique de masse n’inter- 
disait cette denomination. Un montage electronique, un ordina- 
teur, notre cerveau m&me ont pu, non sans quelque abus complaisant, 
etre assimiles B des graphes. 
Plusieurs questions th&oriques en ce domaine trouvent une 
traduction immediate dans une application pratique: la mdnag8re 
ou le livreur combinant l’ordre de ses commissions r&sout (t&s 
instinctivement) un problsme de plus court chemin; l’glectricien 
tracant un circuit imprime tient compte de la planarit afin 
d’&iter les courts-circuits; les discussions g&rgalogiques sur 
les degrGs de cousinage dGfinissent la notion de distance; le 
trafic ferroviaire pose un problgme de flot et de capacitd ‘a 
la fois. Les entreprises du batiment ont vu leurs dGlais de 
fabrication rGduits de manigre spectaculaire par les techniques 
de la recherche op&rationnelle, qui font largement appel 2 la 
th&orie des graphes. 
Paradoxalement, cet aspect utilitaire a suscit4 la mGfiance 
temporaire des mathgmaticiens et rendu la thGorie des graphes 
quelque peu suspecte. Mais cet gtat de chases est r&olu et 
les progres rapides et divers dans ce domaine ont de quoi frapper 
1’ imagination. Le premier ouvrage consac& de manisre exclusive 
au sujet est celui de KUnig [1936]. Trois trait& de base ont 
diffusG les acquisitions recentes dans cette discipline et 
contribuent 2 son essor prgsent: ce sont les deux livres de 
Claude Berge [1958; 19701 et celui de Frank Harary [1969]. 
La conception m6me de graphe varie suivant les auteurs et 
suivant les probl&mes trait&s: une definition ensembliste 
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considerera l’application binaire d’un ensemble E dans lui-meme, 
les lignes ou arcs du graphe Qtant des couples ordonn& de points. 
Remplacez les couples par des paires non ordonnges, vous obtenez 
un graphe non dirig&. Si le couple (a,a) est acceptable, le 
graphe admet des boucles; si le couple (a,b) peut figurer plusieurs 
fois, on a des arcs multiples. Un graphe non dirige’, sans boucles 
et sans aretes multiples, est g&&alement appelC! graphe simple. 
Remarquons incidemment que la terminologie de cette science 
aurait besoin d’une dgtermination rigoureuse et universelle; 
on trouve plusieurs termes pour une meme notion; on trouve aussi, 
ce qui est plus g&ant, plusieurs acceptions pour un meme terme. 
11 est facheux que la d6nomination m&me de graphe, due a Kijnig, 
s’applique e’galement aux reprgsentations des fonctions par des 
courbes. 
A la conception ensembliste r6pond un aspect geometrique 
plus ancien, sous la forme des petits dessins familiers aux 
specialistes. Si les lignes qui relient les points sont skmples, 
sans orientation, on se rapproche de la ge’om6trie combinatoire. 
Le squelette d ‘un polysdre, par exemple, est un graphe . Intro- 
duisons les f lEches, une sur chaque arete, nous avons un graphe 
orient6 (dans le cas, plus g6n6ral ou deux ar&tes de memes 
extr6mitEs et de directions opposees sont admissibles, on parle 
de graphe dirig6: le terme digraphe, propos6 par G. PBlya, 
contraction de l’anglais directed graph, est une dgsignation 
assez heureuse et recommandablej. Affectons 2 pri%ent chaque arc 
d’une valeur (distance, capacite, intensit6 6lectrique ou autre), 
nous obtenons un graphe valu6 ou rgseau, utile dans toutes sortes 
de recherches appliq&es, mais qui apparait aussi dans certains 
problemes thgoriques, comme le problsme de Heawood, sur lequel 
nous reviendrons . 
Les dGmonstrations, surtout 2 partir de 1960, se signalent 
par la simplicite de leurs principes et la complexit de leur 
cheminement: les theorbmes de Ghouila-Houri [1960] et de Whitney- 
Tutte [Whitney 1931; Tutte 19461, relatifs aux circuits hamilto- 
niens,peuvent etre cites comme des modsles de construction logique 
difficile. Parfois, mais plus rarement, on trouve des algorithmes 
d’une simplicitg surprenante: Voulez-vous aller de Madrid B 
Athsnes par le plus court chemin? Materialisez les distances, 
sur une carte routisre d’Europe, sous la forme de fils souples 
inextensibles, nou4s aux carrefours; prenez le point “Madrid” 
entre le pouce et l’index de la main gauche, le point “Ath2nes” 
entre ceux de la main droite; 6tendez le main: les fils qui se 
tendront vous indiqueront la route 2 suivre. Parfois on dgmontre 
l’existence d’une solution en prouvant que les solutions suppos6es 
ne peuvent &tre qu’en nombre impair. Naturellement, le classique 
raisonnement d’induction est aussi l’un des plus employ& et 
des plus puissants. 
La recherche fondamentale ne cesse de soulever des problsmes 
nouveaux que l’on peut grouper en trois grandes classes: Qtude 
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de proprietgs caractgristiques et notamment d’invariants; topologie 
combinatoire et coloriages; problsmes d’&umgration. Les questions 
appartenant B la premisre et B la troisi&me de ces classes se 
posent diff&emment 2 propos de graphes dirigk ou non dirigGs, 
ce qui diversifie encore les problsmes. 
Parmi les proprie’t& caract&istiques des graphes, on a 
cons id&g la connexi tg : un graphe est connexe si toute paire de 
sommets est reliee par une succession d’aretes (qu’on appelle une 
chaine). Le nombre minimum de sommets (ou respectivement d’aretes) 
qu’il faut supprimer pour deconnecter le graphe dEfinit deux 
nombres de connectivit6 CaracttZristiques de celui-ci. Le probleme 
est plus compliqtk pour les graphes diriges, ou l’on distingue con- 
nexitg forte, semi-forte ou faible. 
La prgsence de circuits dans un graphe fait aussi un objet 
d’etude: les graphes sans circuits, arbres ou forgts suivant 
qu’ils sont connexes ou non, posent des problbmes relativement 
simples. C’est pourquoi ils fournissent l’occasion d’un essai 
prGalable 2 l’&ude de toute nouvelle question concernant les 
graphes en ge’ngral. Au contraire, les conditions d’existence de 
circuits hamiltoniens (circuits passant par tous les sommets du 
graphe et une seule fois par chacun) constituent une question tr5s 
difficile: des recherches ardues et pers6vgrantes n’ont pas 
permis de d6terminer un critsre combinatoire satisfaisant. 
11 faudrait un trait6 complet pour 6voquer dans leur variet& 
les aspects gtudies: problemes de couplage et de recouvrement, 
travaillgs entre autres par Claude Berge [1958]; ensembles de 
sommets indgpendants (2 cette question appartient le cel’ebre 
problsme des huit Dames sur l’gchiquier, trait6 par Gauss); 
description d’un graphe ‘a l’aide de matrices; determination du 
groupe de ses automorphismes. De toutes ces questions passion- 
nantes et difficiles, on ne peut g&re dresser ici qu’une table 
des matibres. 11 faut mentionner .?I part les extremal problems, 
traites surtout par l’gcole hongroise (ErdGs, Turgn) et par 
Ramsey. En voici un exemple: combien un graphe de p sommets 
peut-il avoir d’aretes, au maximum, sans comporter de triangles? 
La solution a gte donnge par P. Tur5n [1941]. Ces problsmes sont 
innombrables et requibrent une grande inggniosite. 
La recherche des nombres de Ramsey a connu tout recemment des 
progrss considgrab les . Sous sa forme “classique”, la question 
se presente comme suit: Lorsque les ar&tes d’un graphe complet 
Kp (graphe de P sommets) sont coloriges en rouge et en vert, 
quelle est la plus petite valeur de p telle que ~~ contienne 
ngcessairement un graphe Km vert ou un K, rouge? Cette valeur, 
d&ignbe par r(Km, K,) est un nombre de Ramsey classique. Les 
nombres de Ramsey g&&alis&s, EtudiEs plus rGcemment, cancernent, 
au lieu des graphes complets Km et K,, des graphes arbitraires 
[Ramsey 1930; Burr 1974; Harary 19741. 
On ne peut quitter cette premigre classe sans titer la con- 
jecture d’Ulam [1960, 291 sur la reconstruction des graphes, ne 
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serait-ce qu’en raison de sa surprenante difficulte. A partir 
d’un graphe don& G, on obtient une collection de p sous-graphes 
en detruisant un sommet de G et toutes les aretes qui y aboutis- 
sent. Cette collection de p figures Btant don&e permet-elle de 
recons ti tuer G? La possibilitg n’a Qte demontrEe jusqu’a present 
que pour des classes particuli&res de graphes. 
Dans laseconde classe, on trouvera les problkmes de plongement 
des graphes dans des surfaces topologiques; ce sont les plus 
travailles et les plus seduisants pour l’imagination. Meme les 
profanes connaissent lc probleme (insoluble) des trois villas et 
des trois usines: relier chacune des trois villas B chacune des 
trois usines, sur un plan, sans que les conduites se coupent. 
Huit conduites pourront etre tracges sans intersection, mais la 
neuvieme en coupera toujours une autre. De m$me, relier cinq 
points deux 2 deux, sur un plan, sans intersection des aretes, 
est impossible: on dit que ces deux graphes ne sont pas planaires. 
Apparemment, les problemes de planarit relevent de la geometric 
differentielle, puisqu’il s’agit de tracer des courbes sur une 
surface. Pourtant K. Kuratowski [1930] a montre, pr&isement 
en utilisant les deux exemples precgdents, qu’il existait pour 
la planarit un critsre combinatoire: c’est l’un des plus beaux 
Ssultats obtenus en th&orie des graphes . 
Que faire pour e’viter une intersection? L’ingenieur construit 
un pont. Le mathEmaticien fait de meme en elevant le genre de 
la surface. En 1890, P. J. Heawood posa la question suivante: quel 
est le genre le plus bas de la surface sur laquelle on peut inscrire 
un polybdre d’un nombre donne de faces, dont deux faces quelconques 
aient une arete commune? La reponse complete n’est venue qu’en 
1968, grace aux travaux de G. Ringel et J .W.T. Youngs principale- 
ment. G. Ringel [1974] a publie l’expose complet de la solution 
dans son livre Map color theorem. 
Pour gviter des intersections, on peut aussi (par exemple 
dans la &alisation de circuits imprim&) d6composer le graphe 
en sous-graphes planaires: c’est ainsi que fut introduite la 
notion d’Gpaisseur, c’est-a-dire le nombre minimum de graphes 
planaires dont l’union produit le graphe original. Dans cet 
ordre d’idges, on rencontre des difficultgs inattendues. Ainsi 
deux figures planaires ne suffisent pas 2 representer le graphe 
complet de 9 points: les seules dgmonstrations connues de ce 
fait reposent sur l’exhaustion des cas possibles. 
Un mathematicien citait re’cemment ce propos: “11 y a trois 
maladies en thi5orie des graphes: les circuits hamiltoniens, la 
reconstruction et les coloriages”. En ce domaine, la vedette 
appartient incontestablement au probleme des quatre couleurs, r&e 
passionne ou cauchemar suivant les opinions diverses, “maladie 
infectieuse” et contagieuse selon F. Harary [1969]. L’&oncG 
tient en quelques phrases t&s simples; mais la rgponse demeure 
inconnue. Intui tivement, il s’agit de colorier n’importe quelle 
carte de ggographie, representant un pays divise en dgpartements, 
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avec le moins de couleurs possible, de fa;on que deux departements 
ayant une ligne frontikre en commun soient de couleurs diffdrentes; 
on doit encore prkiser que chaque dGpartement est d’un seul 
tenant. Une transformation simple ram&e la carte 2 un graphe 
planaire et la question 2 un problsme combinatoire. On a pu 
dGmontrer assez facilement que cinq couleurs suffisaient toujours 
[Heawood 18901; on conjecture que quatre sont suffisantes, 
mais les efforts pour le dgmontrer sont demeure’s vains . Les 
nombreuses gtudes publi&es depuis un peu moins d’un siecle ont 
fait l’objet d’une synthkse dans le livre de 0. Ore [1967] The 
four-color problem. La connaissance de configurations reductibles, 
calculGes par divers mathematiciens avec l’aide d’ordinateurs, a 
permis tout rkemment 3 l’auteur d’Gtablir que la conjecture des 
quatre couleurs etait vraie pour tout graphe planaire ayant moins 
de 96 sommets (ou, de manike duale, pour toute carte ayant au 
plus 95 departements) [Mayer, to appear]. Enfin, H. Heesch, 
dans un ouvrage tr8s technique [1969], ache& en 1965, nous donne 
des raisons prkises d’esp&er une solution: il suffirait de 
considerer un nombre fini de cas [Heesch 1969, 2791 et de les 
r&soudre un B un. Selon une information donn&e par H. Heesch au 
colloque sur les graphes d’oberwolfach (juillet 1975), les cas 
2 discuter seraient au nombre de 8,571. La solution ne semble 
done pas thGoriquement inaccessible; mais elle reprgscnte un 
gdifice logique de dimensions exceptionnelles. 
La troisibme classe, celle de l’enum&ation, constitue un 
jardin t&s secret et d’acces difficile, une spkialite ‘a l’inte- 
rieur d’une spgcialits?. Au dix-neuvieme siscle dej’a, l’&tude des 
carbures d’hydrogsne avait fourniunexemple de ces problemes. 
Cayley avait rgussi 2 gtablir la formule dgnombrant les arbres 
de p points. F. Harary, dont le nom devrait 6tre cite a chaque 
chapitre d’un manuel sur la th&orie des graphes, a publie, avec 
E. Palmer, une vEritable encyclopGdie sur ce sujet: Graphical 
Enumeration [1973]. On entreprend de compter les classes de 
graphes lesplus variges: on y rGussit parfois. Dans les cas 
rebelles, on obtient du moins des formules asymptotiques indiquant 
l’ordre de grandeur des familles gtudiees. 11 faut dire combien 
ces questions sont ardues. Aj outons que le probl’eme est chaque 
fois double, suivant qu’on Etiquette les sommets du graphe ("The 
labelled case") ou qu’on s’abstient de distinguer les sommets 
equivalents dans un automorphisme du graphe ("The unlabelled 
case") . Les graphes Btiquet&s sont beaucoup plus nombreux, 
mais, malgrg cela, beaucoup plus faciles a compter. 11 existe 
cependant deux cas exceptionnels (self-converse graphs; graphes 
autocomplementaires) oh l’on a pu d&nombrer les graphes non 
gtiquetgs, tandis que le labelledcase continue de r&sister. 
Dans sa croissance bourgeonnante, la thgorie des graphes 
offre l’aspect passionnant et irritant d’une science en pleine 
adolescence. La multitude des questions posees a tout moment 
prouve qu’elle n’a pas achevg de delimiter son domaine; elle 
interprste les complexes simpliciaux de la topologie, s’annexe 
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les matroi'des de la thgorie des ensembles. La variGt6 des mgthodes 
employges montre qu'elle n'a pas dgcouvert son unite' profonde; 
il n'est pas stir qu'elle la d&ouvre un jour. Et ddja l'on 
imagine des extensions: Berge [1970] e'tudie.les hypergraphes, 
dont les aretes peuvent relier plus de deux sommets. Les problemes 
non r&solus, nagubre encore group& dans une liste de 27 questions, 
se comptent aujourd'hui par centaines; chaque problbme r&olu 
en soul??ve plusieurs autres. Le champ d'investigation, immense 
et varig, offre des possibilit$s passionnantes a l'ingdniosite 
humaine. 
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